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Рассмотрим математическую модель динамики спутника с системой гравитационной стабилизации, основанной на предложенной в разделе 2 схеме.
Схема системы, состоящей из спутника с тросовой СГС (далее, просто — системы) изображена на рис. 3.1. Спутник и приставка соединены таким образом, что движение приставки относительно спутника возможно лишь как движение по сфере с геометрическим центром 
[image: image1.wmf]M
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 (шарнирной точкой [1]). Приставка и стабилизирующий груз связаны тросом, прикрепленным к приставке в точке 
[image: image2.wmf]B

, а к грузу — в точке 
[image: image3.wmf]C

. Предполагается, что тела абсолютно твердые и что массой троса в сравнении с массами тел можно пренебречь.

	[image: image4.png]Crabuinsupyomui

Tpys
d

1
B

IQP

: \ret

| F » IIpucraska

— 7 OM

ConyTHUK O4






	Рисунок 3.3 SEQ "Рисунок" \* MERGEFORMAT 
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 — Схема системы


Уравнения движения рассматриваемой системы запишем на основании общих теорем механики [2]
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 — кинетические моменты движения тел относительно собственных центров масс (значения индекса 
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 — другие внешние силы и моменты, действующие на тела системы;
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 — радиус-векторы шарнирной точки 
[image: image28.wmf]M

O

 относительно центров масс спутника и приставки соответственно;
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 — радиус-вектор точки крепления троса 
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 — радиус-вектор точки крепления троса 
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 к стабилизирующему грузу относительно центра масс груза;
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 — гравитационная постоянная Земли.
1.1.  Уравнение движения центра масс
Из (3.1) получим уравнение движения центра масс системы
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 — радиус-вектор центра масс системы относительно центра Земли, 
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Обозначим через 
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 радиус-векторы центров масс тел относительно центра масс системы (рис. 3.2), а через 
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 — радиус-вектор центра масс приставки относительно центра масс спутника: 
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 (рис. 3.1, 3.2). Тогда
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Рис. 3.2
Предполагая, равенство нулю возмущений негравитационной природы (
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), рассмотрим влияние относительного движения системы на движение ее центра масс. Для этого разложим 
[image: image51.wmf]*

gr

f

r

 в ряд по степеням 
[image: image52.wmf](

)

R

t

r

 и 
[image: image53.wmf](

)

R

r

. Поскольку 
[image: image54.wmf]t

r

 есть величина порядка единиц километров, 
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 — порядка единиц метров, а 
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 имеют порядок 10-12, 10-9 и 10-9 соответственно. Учитывать возмущения пропорциональные указанным величинам не имеет смысла (величины этих возмущений выходят за рамки точности механической модели) [3].
Т.к.
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 (3.3), после некоторых преобразований, получим
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Полученное выражение не содержит линейных членов разложения и соответственно имеет второй порядок малости по отношению к 
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. Учитывая, что в рассматриваемом случае системы стабилизации, коэффициент, стоящий перед 
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 имеют в рассматриваемом случае порядок 10-8 и также могут не учитываться: 
[image: image72.wmf]0

=

*

gr

f

r

. В этом случае траектория центра масс системы является невозмущенной кеплеровой орбитой.
Таким образом, при проведении исследований динамики системы с целью выбора ее параметров, траекторию центра масс можно рассматривать как невозмущенную кеплерову орбиту. В общем случае траектория центра масс является возмущенной кеплеровой орбитой, и зависит от относительного движения системы.
1.2.  Уравнения движения тел системы относительно собственных центров масс
Уравнения движения тел системы относительно собственных центров масс согласно (3.1) запишутся в виде
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где введены следующие обозначения моментов силы реакции: 
[image: image74.wmf]r

oa

a

r

F

r

M

r

r

r

´

=

,

, 
[image: image75.wmf]r

op

p

r

F

r

M

r

r

r

´

=

,

 и моментов силы натяжения троса: 
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1.3.  Уравнение изменения вектора, соединяющего точки крепления троса к стабилизирующему грузу и к приставке
Назовем вектор 
[image: image78.wmf]CB
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, соединяющий точки крепления троса к стабилизирующему грузу и к приставке (рис. 3.1), вектором троса. Выбор названия объясняется тем, что в натянутом состоянии трос располагается вдоль прямой, на которой лежит указанный вектор. Согласно рис. 3.1 вектор троса можно записать в виде
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В свою очередь,
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Выражение (3.6) с помощью (3.4) можно переписать следующим образом
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Из (3.4) следует, что
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Окончательно, для 
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Выведем теперь уравнение изменения вектора троса.
В соответствии с (3.10) для 
[image: image90.wmf]l

&

&

r

 справедливо соотношение (здесь и далее 
[image: image91.wmf]t

r

r

 для простоты обозначим через 
[image: image92.wmf]r

r

)



[image: image93.wmf](

)

1

r

a

r

a

l

a

&

&

r

&

&

r

&

&

r

&

&

r

+

r

-

-

=

r

.
(3.3 SEQ "Формула" \* MERGEFORMAT 
11
)

Используя (3.1) и (3.2), получим уравнение движения центра масс стабилизирующего груза относительно центра масс системы. Разложим 
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, пренебрегая членами более высокого порядка малости в сравнении с линейным членом разложения гравитационной силы по 
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Учитывая, что
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и используя соотношения (3.4), это уравнение можно записать в виде
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где
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Учитывая, что
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выразив 
[image: image104.wmf]r

r

 из (3.10) и подставив в (3.12), а полученный результат — в (3.11), получим окончательно
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Таким образом, получены в векторном виде уравнения, полностью определяющие движение рассматриваемой системы: уравнение движения центра масс системы (3.2), уравнения движения тел системы относительно собственных центров масс (3.5) и уравнение изменения вектора троса (3.16).
1.4.  Действующие силы и моменты

1.4.1.  Реакция в шарнире

Силу реакции в шарнире определим из условия, что 
[image: image106.wmf]oa

r

r

 и 
[image: image107.wmf]оp

r

r

 — заданные постоянные векторы соответственно в системах координат связанных со спутником и приставкой. Следовательно, вектор 
[image: image108.wmf]r

r

 полностью определяется ориентацией приставки относительно спутника, т.е. из уравнений вращательного движения спутника и приставки относительно их центров масс.

С другой стороны, из (3.1) следует
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где 
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Величина 
[image: image113.wmf]gr

f

r

 с точностью до членов второго порядка малости относительно 
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(вывод этого соотношения аналогичен выводу (3.12)).

Следовательно,



[image: image116.wmf](

)

оt

r

f

r

F

r

&

&

r

r

-

m

-

=

1


(3.3 SEQ "Формула" \* MERGEFORMAT 
19
)

или, более подробно,
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где 
[image: image118.wmf](
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 — абсолютные угловые скорости спутника и приставки соответственно.

Тогда моменты силы реакции 
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где 
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1.4.2.  Трение
Будем предполагать, что трение (где?) может быть описано силой вязкого трения, приложенной в точке 
[image: image127.wmf]F

. Выражение для силы трения 
[image: image128.wmf]f
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 в этом случае имеет вид
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где 
[image: image130.wmf]if
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[image: image131.wmf](
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 — скорости точки приложения силы трения 
[image: image132.wmf]F

 (см. рис.  3.3) относительно центра Земли;


[image: image133.wmf]x

 — коэффициент сопротивления.
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Рис. 3.3
Т.к.
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то выражения для скоростей 
[image: image136.wmf]a
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, 
[image: image137.wmf]p
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 можно записать в виде
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Согласно (3.4) 
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Подставив полученное выражение в (3.25), а затем результат — в (3.23), находим выражение для силы трения
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Моменты силы трения, действующие на спутник и приставку, запишутся следующим образом
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Предположим дополнительно, что вектора 
[image: image143.wmf]pf
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 и 
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 коллинеарны: 
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, таким образом, коэффициент, характеризующий отношение плеча действия силы трения на приставку 
[image: image147.wmf]pf

r

 к 
[image: image148.wmf]op

r

) Тогда выражения (3.27), (3.28) запишутся в виде
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1.4.3.  Натяжение троса

Предположим, что упругие свойства троса описываются законом Гука, а рассеивание энергии в материале троса — при помощи формул эквивалентного вязкого трения
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где 
[image: image152.wmf]d

 — номинальная длина троса;

[image: image153.wmf]c

 — коэффициент жесткости;


[image: image154.wmf]c

 — коэффициент сопротивления троса.

Предположим также, что добавление в систему продольного демпфера учитывается соответствующими изменениями коэффициентов 
[image: image155.wmf]c

 и 
[image: image156.wmf]c

 [5].

Считаем, что в режиме гравитационной стабилизации нить натянута, т.е. 
[image: image157.wmf]d
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Величина 
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 в (3.30) представляет собой проекцию вектора 
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 и определяется по формуле
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Используя соотношение (3.10) и следующее из него
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находим 
[image: image163.wmf]l
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1.4.4.  Моменты гравитационных сил
Моменты гравитационных сил, действующие на тела системы, с точностью до величин первого порядка малости по 
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, где 
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 — линейный размер тела, можно описать формулами [3]
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Учитывая, что 
[image: image167.wmf]a

a

R

R

r

+

=

r

r

r

, и принимая во внимание формулы (3.4) и (3.9), получим
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где 
[image: image171.wmf]R

e

R

R

r

r

 

=

;


[image: image172.wmf]аp

p

p

M

m

a

=

;


[image: image173.wmf]аp

t

t

M

m

a

=

.

1.5.  Системы координат и матрицы перехода

В дальнейшем будут использоваться следующие правые системы координат (СК) (рис. 2.2–2.4).
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 — связанные СК (ССК), входящих в систему тел с началами координат в соответствующих центрах масс 
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 — система координат, связанная с вектором троса (СКВТ) с началом в точке крепления троса к приставке 
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1.5.1.  Переход из ИСК в ОСК

Переход из ИСК в ОСК осуществляется с помощью трех последовательных поворотов на эйлеровы углы 
[image: image197.wmf]u
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,

W

 (долгота восходящего узла, наклонение орбиты к отсчетной плоскости ИСК и аргумент широты соответственно) (рис. 3.2). Матрица преобразования координат имеет вид (см. Приложение Б):
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1.5.2.  Переход из опорной СК в ССК

Опорной будем называть СК, относительно которой рассматривается движение тела. Выбор той или иной СК в качестве опорной не меняет схемы вывода уравнений вращательного движения тел и определяется особенностями конкретной задачи. В нашем случае, ориентацию стабилизирующего груза и спутника естественно рассматривать относительно ОСК, а ориентацию приставки — относительно спутника (рис. 3.1).
Положение ССК каждого из тел системы относительно соответствующей опорной СК определяется тремя углами Крылова (, (, ( — крена, тангажа и рыскания соответственно (для удобства, далее в этом пункте опущены индексы при угловых переменных) (рис. 3.3). Матрица преобразования имеет вид (см. Приложение Б):
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1.5.3.  Переход из ОСК в СКВТ
Положение СКВТ относительно ОСК определяется двумя углами 
[image: image200.wmf]L

y

 и 
[image: image201.wmf]L

q

 (рис. 3.4). Матрица преобразования из ОСК в СКВТ имеет вид (см. Приложение Б):
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1.6.  Уравнения движения в матричной форме
Спутники с системами гравитационной стабилизации представляют собой довольно сложные механические системы с большим числом степеней свободы. Удобство исследования таких систем во многом зависит от их математического описания. Представляется, что матричная форма записи уравнений движения системы является наиболее удобной [1, 7].

Для расчета орбиты центра масс системы в общем случае, используются уравнения в оскулирующих элементах (см., например, [8]). Однако, поскольку выше (п. 1.1) была показана независимость движения центра масс системы от ее углового движения, а именно стабилизация последнего нас интересует в первую очередь, в дальнейшем мы не будем останавливаться на движении центра масс.

1.6.1.  Уравнения движения тел относительно центров масс

Уравнения движения спутника, приставки и стабилизирующего груза относительно их центров масс (3.5) запишем в проекциях на оси соответствующих ССК
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где 
[image: image204.wmf]i
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 — тензоры инерции тел системы;
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 — столбцы проекций векторов абсолютных угловых скоростей тел системы на оси соответствующих ССК;
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 — кососимметричные матрицы угловых скоростей тел системы;
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 — столбцы проекций соответствующих моментов на оси ССК.

Кососимметричная матрица соответствующая угловой скорости 
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Переходя к матричной форме записи, можно записать (3.21) и (3.22) в проекциях на оси соответствующих ССК:
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где 
[image: image215.wmf]E

 — единичная матрица;


[image: image216.wmf]p
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 — матрица преобразования из СК, связанной с приставкой, в СК, связанную со спутником;
матрица 
[image: image217.wmf]b
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 представляет собой матрицу, составленную из попарных произведений координат векторов 
[image: image218.wmf]a
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символ 
[image: image222.wmf]Т

 обозначает операцию транспонирования матрицы.

С учетом выражения моментов сил реакции через угловые скорости и их производные, запишем (3.36) в виде
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где 
[image: image224.wmf]i
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Обозначим правые части уравнений (3.40) через 
[image: image228.wmf]а
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 соответственно. Тогда уравнения системы (3.40) можно представить в матричном виде
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где введены следующие блочные матрицы:
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Элементы матрицы 
[image: image235.wmf]A

 согласно (3.38), (3.39), (3.40) имеют вид:
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Из (3.42) получим уравнения движения тел системы относительно собственных центров масс
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1.6.2.  Уравнения изменения вектора троса

Рассмотрим левую часть уравнений (3.16). Так как 
[image: image238.wmf]l

r

 можно записать в виде
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где 
[image: image240.wmf]l
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 — единичный вектор оси 
[image: image241.wmf]L
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 СКВТ, то
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где 
[image: image243.wmf]l

w

r

 — абсолютная угловая скорость СКВТ, или, более подробно
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где 
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 — орты СКВТ).

В проекциях на оси СКВТ выражение (3.47) можно записать следующим образом
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где
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Проектируя уравнение (3.16) на оси СКВТ, получим
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[image: image256.wmf]1
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 объединяет слагаемые правой части (3.16), зависящие от производных угловых скоростей, а 
[image: image257.wmf]2
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 — остальные слагаемые.
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где 
[image: image260.wmf])
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 (здесь и далее, верхний индекс в скобках обозначает СК, в проекциях на оси которой записана величина);
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Для элементов матриц-столбцов вида 
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, можно записать, воспользовавшись соглашением о суммировании [6],
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где 
[image: image281.wmf]ijk
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 — символ Леви-Чивита;
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 — элементы матриц 
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 соответственно.

Приравнивая (3.48) и (3.52), и группируя слагаемые, содержащие независимые переменные и их производные, получаем уравнения изменения вектора троса в проекциях на оси СКВТ
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1.6.2.1.  Равновесная длина троса

В положении равновесия система располагается вдоль радиус-вектора центра масс системы относительно центра Земли (для определенности — стабилизирующим грузом вверх). Все тела системы при этом находятся в покое относительно ОСК. Направление осей всех ССК совпадает с направлением соответствующих осей ОСК (рис. 3.5).
[image: image285.png]



Рис. 3.5 — Положение равновесия системы

Неизменная длина троса в этом состоянии определяется из условия равенства нулю левой части (3.56)
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Т.к. в положении равновесия 
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, то, используя (3.69), получим
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где 
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 — равновесная длина троса.
Выражение (3.54) запишется в виде
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где 
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 — кососимметричная матрица, соответствующая угловой скорости 
[image: image297.wmf]0

w

r

.
Вводя обозначения 
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, из (3.59), получим
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Подставляя (3.58) и (3.60) в (3.57) и учитывая, что
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получим, после несложных преобразований, выражение для равновесной длины троса
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где 
[image: image304.wmf](

)

t

d

m

c

a

a

2

0

3

w

=

r

.

1.6.3.  Кинематические уравнения

Кинематические соотношения, связывающие производные углов ориентации ССК с проекциями угловой скорости тела на оси ССК для каждого тела системы запишутся в виде (см. Приложение Б):
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где 
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 — столбец проекций вектора угловой скорости 
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 связанной с i-м телом СК относительно опорной СК на оси соответствующей ССК.

Кинематические соотношения, связывающие производные углов 
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 угловой скорости СКВТ относительно ОСК записываются следующим образом (см. Приложение Б):
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Уравнения движения центра масс, уравнения движения тел относительно собственных центров масс (3.40), уравнения изменения вектора троса (3.56), а также кинематические уравнения (3.63), (3.64) образуют замкнутую систему уравнений первого порядка с 30 неизвестными

- 6 элементов орбиты, определяющих положение центра масс системы;

- по 3 угла Крылова 
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, определяющих ориентацию ССК i-го тела в опорной системе координат и 3 компоненты угловой скорости для каждого из трех тел системы;

- длина 
[image: image320.wmf]l

 и углы 
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1.7.  Частные случаи
Кроме полученной выше математической модели динамики системы в ходе исследований будут рассматриваться также случай движения системы в плоскости орбиты и различные частные случаи механической модели системы:
- стабилизирующий груз моделируется материальной точкой
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- приставка и стабилизирующий груз моделируются материальными точками — к условиям (1.5) добавляются также
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1.8.  Математическая модель динамики системы, состоящей из твердого тела и материальной точки, соединенных тросом
Аналогично полученной в п. 3.1 математической модели динамики спутника с тросовой системой стабилизации, получим, опираясь на общие теоремы механики [2], модель динамики системы, состоящей из твердого тела (спутника) и материальной точки (стабилизирующего груза), соединенных невесомым тросом (рис. 3.6). При этом ограничимся рассмотрением относительного движения системы. Системы координат (орбитальная и связанные со спутником и вектором троса) остаются теми же, что и в п. 3.1.
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Рисунок 3.6 — Схема системы, состоящей из твердого тела и материальной точки, соединенных тросом
Уравнение движения спутника относительно центра масс имеют вид
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где 
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 — момент, создаваемый силой натяжения троса 
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, которая описывается аналогично (3.30).

Запишем выражение (1.47) в матричном виде (все величины взяты в проекциях на оси ССК спутника)
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где 
[image: image338.wmf]a

J

 — тензор инерции спутника;
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 — матрица-столбец проекций вектора абсолютной угловой скорости спутника 
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 на оси ССК спутника;
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 — кососимметричная матрица угловой скорости спутника.
Выведем уравнения изменения вектора троса 
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где 
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 — радиус-вектор материальной точки 
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 — радиус-вектор точки крепления троса к спутнику 
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 — радиус-вектор центра масс спутника (точка 
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 на рис. 3.6)

Аналогично (3.4), запишем соотношение
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где 
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 — радиус-векторы центров масс спутника и стабилизирующего груза соответственно относительно центра масс системы.

Выразим 
[image: image353.wmf]a

r

r

 через 
[image: image354.wmf]t

r

r

. Т.к. 
[image: image355.wmf](

)

a,t

i

R

R

i

i

=

r

+

=

 

r

r

r

, где 
[image: image356.wmf]R

r

 — радиус-вектор центра масс системы, то получаем из (1.49)



[image: image357.wmf]B

t

a

t

a

B

t

a

r

m

m

m

r

l

r

r

r

r

r

r

-

r

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

-

r

+

r

-

=

.
(1.51)

Вводя обозначения 
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, получаем из предыдущего равенства
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Следовательно, для второй производной справедливо
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Рассмотрим правую часть равенства (1.53).

Выражение для второй производной вектора 
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, аналогичное (3.12), запишется в виде
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где 
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Вычислив вторую производную 
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 и подставляя полученное выражение вместе с (1.54) в (1.53), получим
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Подставляя (1.55) в (1.57), выражая 
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, получаем
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(1.60)

Уравнения изменения вектора троса в рассматриваемом случае получаем, проецируя соотношения (1.60) на оси СКВТ и подставляя в аналогичные (3.56) уравнения
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где (в проекциях на оси СКВТ)
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 — компоненты вектора 
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 абсолютной угловой скорости СКВТ.
Система уравнений (1.48), (1.61) замыкаемая кинематическими уравнениями, аналогичными полученным в п. 3.6.3, описывает относительное движение системы "тело-точка".

Равновесная длина троса 
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 находится из соотношения (см. п. 3.6.2.1)


[image: image377.wmf]0

3

2

3

2

=

-

,

,

L

R

.
(1.65)

Т.к.



[image: image378.wmf](

)

,

,

,

,

B

B

r

f

a

r

l

R

R

l

L

2

0

0

3

3

2

2

0

0

3

2

2

w

+

+

+

m

=

w

-

=

s

r




где 
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Подставляя эти соотношения в (1.65), получаем
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или
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Объединяя слагаемые, содержащие 
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1.9.  Выводы

Построена математическая модель динамики спутника с тросовой СГС (и частн. случаи: перечислить)
Основные описанные в разделе результаты опубликованы в [10].
1. Виттенбург Й. Динамика систем твердых тел. — М.: Мир, 1980. —289 с.

2. Бухгольц Н.Н. Основной курс теоретической механики: В 2-х частях. Часть 2. — М.: Наука, 1966. — 332 с.
3. Белецкий В.В. Движение спутника относительно центра масс в гравитационном поле. — М.: Изд-во МГУ, 1975. — 307 с.

4. Пироженко А.В. Управление движением связки двух тел в гравитационном поле изменением длины связи // Космические исследования. — 1990. — Т. 30, вып. 4. — С. 473–482.
5. Белецкий В.В., Левин Е.М. Динамика космических тросовых систем. — М.: Наука, 1990. — 329 с.

6. Корн Г., Корн Т. Справочник по математике. — М.: Наука, 1978. — 832 с.

7. Сарычев В. А. Вопросы ориентации искусственных спутников // Итоги науки и техники: Исследование космического пространства. Т. 11. — М.: ВИНИТИ, 1978. — 223 с.

8. Справочное руководство по небесной механике и астродинамике / Под ред. Г.Н. Дубошина. — М.: Наука, 1976. — 864 с.

9. Лурье А.И. Аналитическая механика. — M.: Физматгиз, 1961. — 824 c.

10. Пироженко А.В., Храмов Д.А. Схема гравитационной стабилизации космической тросовой системы со сферическим шарниром // Техническая механика. — 2001. — N 1. — С. 136–148.
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